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1 ((s) eo TNP

Ja vimos como relacionar

com as formulas de Mellin e Perron (inversao de Mellin).

1.1 Séries de Dirichlet

Assim, para estudar nimeros primos, devemos estudar
Pls) — 1
()= pr
p

Porém esta fun¢ao nao possui continuagdo meromorfa em torno de s = 1 (ver lista).

Aqui entram as fungdes p — logp e A(n). Nos levando a considerar

gy ~Al) ()
Z Z ns C(s>

s
D p n>1

(Lembre que A = log ).
A primeira fungao abaixo possui o mesmo problema de P(s), mas a segunda possui
extensao meromorfa (segue da extensao de ().

Assim, o TNP em sua forma
U(x) =Y An)~a
n<x

vai ser provado usando informagoes analiticas sobre — _CC(,S()S ),

Em particular, pela formula de Perron,

1 '(s) x*
ZA(n):%/(C)—éés))?ds (z € 7)

n<x



Se, par acaso, soubéssemos que ¢ nao se anula na regiao (s) > 1 —J, poderiamos mover
o contorno de integragdo para a esquerda, de (c¢) para (1 — d), passando por um tnico
polo em s = 1.
Veja que
((s) = sTll +g(s) (onde g(s) é holomorfa)
Consequentemente,

Portanto, a derivada logaritmica é
/ _—1 + g, S 1
_G6)__Ep ) = + h(s) (onde h(s) é holomorfa)

((s)  Lrgls)  s—1
Res,=1 G%%) = lim(s — 1) <$ + h(s)) ‘% —

Apo6s mover o contorno, obtemos

e
2 Alm) = /@_5) {(s) s

Mais uma vez apelando para a boa vontade do universo, suponha que
I¢"(1 — 0 + it)| dt
g [C(L—=04dt)| |1 -0+ it

< +00.

Entao teriamos

Y(r) =2+ 0(z'")

Entendivel usando T R(s) >0
a equagao funcional

Esse dia ainda nao chegou



Gréfico de f(z) = —~

In(z+e)

De la Vallée Poussin provou que existe ¢; > 0 tal que ((s) # 0 para s = o + it na
regiao
&1
log([t| + €)

Isso leva a uma versao efetiva do TNP com um termo de erro:

o>1

U(z) =z + O(zeVios™)
A comparagao de ordens de magnitude é a seguinte: Para todoe > 0e A > 0,
(logz)* < V8% < 2¢  (para x — 00).

Assim, para provar o TNP, basta mostrar que ((1 + it) # 0 para valores de ¢ um pouco

menores do que 1 e també para ¢ = 1. Vamos comecar com o caso o = 1.

Teorema (de La Vallée Poussin).
C(1+414dt) #0 para todo t#0.
A prova usa a seguinte desigualadade geométrica (3-4-1):
3+ 4cosf + cos20 > 0.
Prova da identidade: Usando que cos26 = 2cos?6 — 1,

3+ 4cosf+cos20 =2+ 4cosh + 2cos? 6
=2(1 +cosf)* > 0.

Motivagao para uso da identidade (Davenport):

Relembre a formula de algumas aulas atras:

IOgC(S) — Z Z %p—ms — Z Z %p—moe—imtlogp' (1)

p m>1 p m>1
Se ((1+1it) =0, fazendo o — 1, a parte real da série tenderia para —oo. Isto significaria

que varios dos termos . Isto significaria que para varios valores de pp e m, cos(mtlogp)



seria negativo. Se esse valor fosse suficientemente negativo, teriamos cos(2mt log p) posi-
tivo, fazendo com a parte real da série em o + 2it tendesse para +oco0. Mas isso indicaria
um poélo em o + 2it. Mas ja sabemos que isso nao ocorre.

Prova do teorema: Considere a fungao
F(o) = ((0)*C(o +it)*¢(o + 2it)
Tomando o logaritmo de F(o) e usando mais uma vez (1):
log F(0) = 3log (o) + 4log ((o + it) + log {(o + 2it)

S S Ly (34 gty - imiten)
m

p m>1
Agora, tomamos a parte real. Note que R(e~*?) = cos(k0).
1
R(log F (o)) = —p "7 (3 4 4 cos(mtlogp) + cos(2mtlogp))
=2

Usando a identidade trigonométrica (com 6 = mtlogp), o termo entre parénteses ¢ > 0.
Logo
log |F(0)| = R(log F(0)) >0 — F(o) > 1.

Suponha agora que (1 + it) = 0 para algum ¢ # 0. Isto significa que para s proximo
de 1+ t,
C(s) = (s = L—it)g(s),
onde ¢g(s) é holomorfa. Assim, perto de o = 1,

((s) = O(]s =1 —it)

Por outro lado, o pdlo simples de ((s) em s = 1 implica que perto de o = 1,

=0 (=)

Finalmente como ( é holomorfa em s = 1 + 2it, temos que perto de 1 + 2it,

Assim, para ¢ proximo de 1,

wwnzoggéﬁ)fww—w»ouwdxw—m

Mas isto implicaria que

lim |F(o)]=0

o—1+

Isso contradiz o fato de que |F/(0)| > 1 para todo ¢ > 1. Portanto, {(1 + it) # 0.

4



Teorema (Cotas superiores para ( e ('). Temos as sequintes desigualdades:

t 1—og
() o <20 e 1p<a <t oz,
—vo0
1
3] < Al > >1—- —
(i) Gl < Avlogle, 22 021
1
(i) C(5)| < Aallog )", 1> 2,

>1— —
7= 12log |t|’

onde A, e Ay sao constantes.

Prova do teorema:

Vamos usar a expressao

>~ {t
((s) = S—Ll - 8/1 t{er}l dt (para R(s) > 1)
Além disso precisaremos da versao finita

Z%:%—Fs/ tLZJIdt
ey,
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Tomando X = N € Z e subtraindo as expressoes acima,

1 Nli=s {t}
C(s) = —t+ — S/N tSHdt

s s
nzln S

Pela desigualdade triangular, para o > 0 e t # 0,

N
1 Ni=° *
<Dt +‘3‘/N e

n=1

(Aqui usamos que |1 —s| = [(1 — o) + it] > |¢|.

Veja agora que

o0 1 t—o’ +oo —0
[ ()] =%
b
Agora, se 0 < 0 < 1,
Nl o
Z / (fungéo decrescente de o).

Logo,se|t|22,%§00<1e0>00,
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Aqui usamos que |s| < |o| + [t|. Tomando N = [|t|| < [¢],

|C(8>| < ‘t’l—UO (1+ 1— 09 n 1— o0y . (1 —00)‘t’>

1 -0y i LIl] ao[¢]]
1 1 L[t 5 f¢]tee
<(Q+-+-+1 < :
srgrgt >1—00 ~21—o0

Saiu melhor que a ecomenda! Isso conclui a prova do item (i) do teorema.



