Teoria Analitica dos Numeros

24/11/2025

Estavamos provando o seguinte Teorema:

Teorema (Cotas inferiores e regido livre de zeros pra (). A sequintes afirmagoes sobre a

funcao ¢ sao vdlidas:

(i) ((s) #0 em Re(s) > 1.

(ii) Existem constantes ¢, A > 0 tais que ((s) ndao possui zeros em
{o>1—¢, |t| <2}

e, nesta regiao, tem-se

1
‘@ <A
(11i) Existem constantes ¢/, A" > 0 tais que ((s) nao possui zeros em
Y
{o>1- Tog [T |t] < 2}
e, nesta regiao, tem-se
| = Aoty

Os itens (i) e (i) ja foram provados na aula passada. No item (i), usamos o produto
de Euler e a desigualdade 3-4-1 e no item (7i), usamos que ¢ nao se anula na reta R(s) = 1

+ continuidade uniforme + limitacao de fun¢oes continuas em compactos.

Prova do item (ii7):

Para o > 1, temos

1 )
C(S) n>1 n®
Assim, se o0 > 2, entao
1 1
— < — =0(1),
@ 25 = oW



que ¢ uma estimativa melhor que O((log |¢])7).

Suponha agora que

cl

l—— <o <2
(log [¢])*

Usamos mais uma vez a desigualdade
I3 (o) o +it) (o +2it)| >1 (o>1, tER).

Obtemos assim a estimativa:
1
C(o +it)

Usando que ((s) tem um polo simples em s = 1, vemos que

‘ < 1C@)H1¢(o + 2it)h

1
"o 1]

IC(0)| < ¢ (1<o<2).

Pelo teorema sobre as cotas superiores para a fungao zeta, temos:
IC(o + 2it)] < A; log [2¢] < 24, log [t],

para uma certa constante Aj.
Juntando tudo, obtemos

3

N

(1<o<2).

’m‘ < (O_C_O 1>4 (A110g|t|)




Suponha agora que s esté na regiao

C/
1—|——§0<2,t22}. 1
{ (log [¢])? g D

Segue da desigualdade acima que

2 3/4 41/4
co(log |1/L|)9 * _ G Ay 7
< (W0 oyt = g

PN

kg

Ou seja,
C(s)l ECPien (log [t])~"
s)| > og|t|) .
03/4/4}/4

Considere agora s na regiao

c c
l— = <o<1l+ ——, |t 22}.
{ (log [])° og e

Considere o segmento horizontal ligando s ao ponto

=1+ e + it.
(log [¢])?
Vamos mostrar uma cota inferior para ((s) utilizando uma cota inferior para ((s'), e uma
cota superior para ('(z), z € [z,2'] e o Teorema do valor médio.
Primeiramente, como s’ esté na regiao (1), segue que
Gk

(s > =————(log [t|)~".
61 2 e )

Por outro lado,

1+ﬁ;9
g(s’)—g(s):/ VT @+ it da
Donde,

2 ¢ + i)
—_— sup x +it)|.
(log ‘t’)g xe[o-71+(lf37/]

og [¢))?

C(s) = ¢(s)] <

Pelo teorema sobre as cotas superiores de ( e {’, para ¢ suficientemente pequeno,
¢ (2 + it)] < As(logt])®.

Com isso,

20/A2

1C(s") = ¢(s)] < W-

Portanto, pela desigualdade triangular,

J 3/4
<) > [N = 1¢() = ¢(9)] > (% - zm) (log )"

como ¢’ — 0 mais rapidamente que (¢/)**, tomando ¢ suficientemente pequeno, a con-
stante fica positiva. Isso conclui a prova do item (ii).

!
O teorema a seguir combina os dois tltimos em uma cota para %
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¢y,

0 (1) Ezistem constantes ¢, A > 0 tais que ((s) nao possui

Teorema (Cotas para
zeros em

{0>1_Cv ‘t’ SZ}
e, nesta regiao, tem-se

‘_C’(S)
¢(s)

< Amax (1,&) . (o #1).

(11) Ezistem constantes ¢/, A" > 0 tais que ((s) ndao possui zeros em

/

c
{o>1—-——, [t <2}
(log [t])?
e, nesta regiao, tem-se
C/(S) ’ ! 9
- < A'(log t])".
‘ ¢(s)
Prova: O item (ii) segue diretamente dos dois teoremas anteriores. Para ver o item (i),
observe que, por um lado —% possui um poélo de ordem 1 em s = 1 e, por outro lado,
se R(s) > 2,
¢'(s) [A(n)] A(n)
_ = < =0(1).
-y Bl 5 A0 oqy
n>1 n>1

Prova do Teorema dos Ntimeros Primos

Nosso objetivo é mostrar a formula assintotica

(x) ~ .

Porém, como vimos, a formula de Perron é melhor de ser aplicada quando temos uma

soma mais suave. Sendo assim, considere
U(z) = A(n)(z—n).
n<zx

Pela férmula de Perron, temos

B L _CI(S) .7)8+1 . .
¥(z) = o2mi /(a) C(s) s(s+ 1)d (a>1).

Seja x > 3 e tome T um paradmetro a ser escolhido mais tarde tal que 3 < T < .

Spoiler: T' = exp(c(log x)'/1°) para alguma constante c.

Tome a =1+ I L Escreva
ogx

/(a)<...)=/a::(...)+/:;T(...H/:Tioo(...)
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e chame as integrais do lado direito de I_, Iy e I, respectivamente. Para calcular I,
vamos usar o teorema dos residuos no retangulo de vértices: a —iT', a 41T, b+1T, b—iT
onde
Co
b=1— —-—
(log T')?

para uma constante suficientemente pequena cy.

b+iT a—+ 1T

b—1T a—1T

Pelo teorema dos residuos, temos a soma das integrais no contorno:

/_+TT()+/:T()+/bj_TT()+/b__TT()

_ 9mi - Resey <(_ E_(())) s(ill)> —omi L

A primeira integral do lado esquerdo é I,. Chamando as outras de I, I e I3, respecti-

vamente, obtemos a seguinte formula para V(x):

2?1
\D(l'):§+2—m([++[,—[1—12—13)

Vamos estimar as integrais I, e I_. Observe que pelo teorema anterior, Para R(s) = a,

vale a estimativa:
~J(s)
C(s)

Aplicando esta estimativa para s = a+it, t > T, obtemos:

1
< max(1, —1) < logx.
a/ [—

1
logz*®

Aqui usamos que a = 1+

o] :L,aJrl

I, <lo x/ : —dt
* 8 | Jatit|lat+ 1+

*dt a’logx
2
1 — = )
<L ogx/T 2 T




. . 2
De maneira analoga, I < ‘TlTﬂ.
Para as integrais horizontais (por exemplo [7), temos:

C’ y + ZT xy-i-l-‘rit
I =
b / Cly+1iT) (y+iT)(y + 1 +iT)

dy

O que leva a estimativa:

o)
I, € —(c—D>) sup
T* yelb,e)

Jy+ z’T)’
C(y +1iT)

Por um lado, pelo teorema anterior, para todo y na dominio de integracao,

‘_C’(yHT)

C(y +1T) ) <« {logT)"

Por outro lado,
1 1

- log z * (logT)®

Portanto,

1 1
I —(logT
1< T2( ogT)’ (loga: * (logT)g)

_ 2? (logT)? N x?
CT? logzx T2

Anélogamente, provamos a mesma estimativa para I3.

Finalmente, para a integral I, sabemos pelo teorema anterior que para s = b + it

vale:
() L+ 5y <2
¢(s) (log [t)?, |t| > 2.
Como 5 =< (log T")?, obtem-se na regiao considerada a cota uniforme
Assim,
T dt

I 1 T9 b+1/
2 < (logT)w b Fat]|b+ 1+ it

Como |b + it||b+ 1 +it|] > |[b+it|* e b > 1/2 tomando ¢, suficientemente pequeno, a

<</T o).

_p 1412

integral acima é

De modo que
z*(log T)?

12 < log x '
exp (co (loggT)9>




Juntando todas as estimativas acima, temos que

2 9 9
o o [logz  (logT) 1 (logT)
V) =5 +0\ | 5+ . T 7

log ©
exp (Co (og 1)°

@)
)

Escolhendo exp ((log z)'/!?), concluimos que

U(x) = % + O (2* exp(—c(log x)l/m)) ,

para alguma constante ¢ > 0.
OBS 1: Para mostrar que o termo de erro acima é admissivel, precisamos utilizar as
Estimativas

(log 2)? < exp(c(log)/1%) < ¢ (A, c,e > 0).

OBS 2: O motivo para a escolha de T' é algo nao tao trivial e requer um pouco de pra
tica. Primeiramente, por conta da observagao acima, podemos perceber que as poténcias
de logx e logT" sao pouco relevantes para a ordem de grandeza total. Sendo assim, o
termo de erro ¢ moralmente da ordem de

! N 1 n 1 N 1 < 22 1 N 1

J— —_— —_— x J—
2 2
ror.r exp (CO (1<1>0gg;)9> T eXp (CO (1(1)(?;)9)

X

Neste ponto, observa-se que o primeiro termo é uma funcao decrescente de T" e o segundo,
uma fungao crescente. Segue imediatamente que pelo menos um dos termos é maior que
o valor obtido quando as fungoes se igualam (por qué?). Forgando os dois termos a serem
iguais, obtemos a cota acima que provou-se ser 6tima. Um mero calculo mostra que

log x

T = exp (CO—(log T)9

) T = exp ((co log x)l/w) .

Como no resultado final nao diz nada de concreto sobre a constante aparecendo dentro
da exponencial, a escolha T' = exp ((log z)'/1?) ¢ suficiente.

OBS 3: Se no lugar da estimativa —% < (logT)? do teorema anterior, utilizarmos a
estimativa —%l < (logT') de La valée Poussin o mesmo argumento acima nos daria a

estimativa mais forte O(z? exp(—c(log z)'/?)).



