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Na aula passada mostramos que

2

U(r) = Y Az —n) = 5 + 0@ R(x)), (%)

n<w
onde R(z) é uma fun¢do da forma R(x) = exp(—c(logx)'/1?) para alguma c > 0.

Hoje vamos mostrar que ¢(x) = = + O(xR(z)), onde R(x) é uma fun¢do da mesma
forma que acima, possivelmente com uma constante ¢ possivelmente diferente. A seguir
utilizaremos repetidamente essa convencao em que R(x) é uma funcio da forma exp(—c(log x)*/19),
onde a constante ¢ > 0 que pode mudar de linha para linha.

Primeiramente observe que

U(z) = An)(z—n)=>_ An) / dt

n<x n<x

Ou seja, ¥(z) = [ 1(t) dt. Donde,
W) — B((1 — 6)z) :/ w(t) dt.
(1-0)x
Como a fungao 1) é crescente, segue que
vz [ () de= () - B((1 - 5)o)
(1-6)z

Utilizando duas vezes (x), vemos que
2

P(x) > % - O_TW + O(z*R(x)) + O(z*R((1 — 8)x)).
Supondo que § < %,
R((1=0)2) < R (3)

= exp (—c <log g) 1/10)

< exp (—c’(log :c)l/lo) ,



onde ¢ é uma constante independente de §.

Ou seja, usando nossa convencao (ou abusando da notagao, como preferir),
R((1 —0)x) = R(x)

Com isso, obtemos:

dxp(x) > (26 — 52)%2 + O(2*R(z)).

W(z) > <1 _ g) v 40 <%xR(m)> |

¢($)2$+O<5Q;+%@))

Dividindo por x:
Mas isto implica que

Tomando § = /R(x),
P(x) > 2+ O(xy/R(z)) = (x) > o+ O(zR(x))
pois, mais uma vez por conta de nossa convencgao,
VR() = R(z).

Analogamente, comparando dx e fx(Ha)x W (t)dt, segue que

U(r) <+ O(xR(x))

Isso conclui a prova do TNP.

Corolario (Formas alternativas do TNP). As sequintes formulas assintdticas sobre os

numeros primos sao verdadeiras:
i) 0(x) =x+ O(zR(z)),

it) m(x) = Li(z) + O(zR(x)),

ii) S _ 82 —logx + ¢; + O(R(x)),

p<z p
W) D ca L = loglogx + ¢y + O(R(x)),

p

W) T (1= 1) = 6501+ O(R(@))),

. xT ~
onde Li(z) = |, 1;% e c; e ca sao as mesmas constante aparecendo no Teorema de

Mertens.



Prova: Soma por partes.

OBS: A segunda féormula nos diz em particular que a seguinte formula é falsa:

" logz

Na verdade, tem-se a seguinte expansao assintotica para 7(z): Para todo k € Z>:

k .
B (j— D x
=2 e (o)

Jj=1

Também temos um TNP para a funcao de Mébius:

Teorema.

S ln) = O(R(x))

n<x

prova: A ideia é fazer o mesmo que fizemos antes, trocando A (von Mangoldt) por p e

1

_ ¢
¢ Pore

e Nao-anulacao de ( e estimativas para ﬁ: ok.

e Localizacao dos polos e ﬁ: Nao héa polo em s = 1 nem na regiao sem zeros. Por
isso nao ha termo principal na férmula.

A tnica parte do argumento que nao funciona aqui é a parte final em que usamos que
a funcao 1 (x) é crescente. (A soma da fungao de Mébius oscila).
Exercicio: Encontrar um argumento que funcione.

Possiveis maneiras de fazé-lo:
1. Usar a formula de Perron direta para ) u(n) e ndo para ), . u(n)(z —n).

2. Tentar deduzir }_, _, pu(n) = O(xR(xr)) partindo de ., A(n) = z + O(zR(z)),

Como fizemos para mostrar, no Cap. 3, que o TNP (sem termo de erro especifico)

n<x

implica

> un) =o(x).

n<x

O TNP é o primeiro passo conectando as informagoes sobre ((s) na regiao {0 <
Re(s) < 1} e w(x) (ou ¥(x)). Quanto mais informagdes soubermos sobre ¢, mais infor-

macoes teremos sobre os primos.



Outros resultados:

Teorema (Formula explicita para 1;(z))).

2 o O =) e
R B R U= TP SETTcres )

onde a soma sobre p percorre todos os zeros de ¢ na regigo {0 < R(s) < 1}.

OBS: Toépico para um dos seminarios! (Junto com a prova do termo de erro O(x exp(—cy/log z))).
Para tirar proveito da férmula explicita, precisamos de algumas informagoes sobre o

conjunto Z = {p € C; 0 <R(p) <1 e ((p) =0}. Por exemplo,

Teorema. Seja T > 10 e defina
N(T)=4{p€ 2Z; [S(p)| < T}.
Entao vale a formula:

T T T
N(T)=—1 — ) - — logT
(1) = 5108 (5 ) - 5= + Olog )

Em particular, temos as seguintes estimativas:

Z#<+oo (A)

3 ﬁ = (log T)? (B)

IS(p)[<T

Temos também uma formula explicita para ¢ (z) (ndo suave):
! z’ 1 -2
anx Aln) =z — Z i log(27) — 3 log(1 —27%).

p

Exercicio: Aqui Y significa que se x ¢ inteiro, o termo A(x) é contado com peso 1/2.

Estimando o rabo da série, podemos mostrar que

HOEEEDS %J — log(2m) — %log(l —27%)+0 (%)

p

Combinando esta formula com a estimativa (B) acima regue que se existe 6§ > 1 tal que

R(p) < 0 para todo p € Z, entdo teriamos
Y(z) =2+ 0 (2°(logz)?) .
Em particular, a Hipotese de Riemann implicaria que

v(z)=2+0 (xl/Q(log )%) .



