Teoria Analitica dos Numeros

03/12/2025

TODO: Separar a prova do teorema principal desta aula em duas partes, uma rela-

cionando caracteres com homomorfismo de (Z/qZ)* e outra com as raizes da unidade.

Na aula passada introduzimos os caracteres de Dirichlet. Um caractere de Dirichlet
modulo g é uma funcgao x : Z — C satisfazendo

e y é periddica com periodo ¢: x(n+ q) = x(n) Vn € Z.

e \ ¢é completamente multiplicativa.

e x(n) #0 <= (n,q) =1 Entao existe um caractere y modulo ¢ tal que x(a) # 1.
e mostramos os seguintes exemplos:

i) x = xo o caractere principal, onde

1se (n,q) =1,
Xo(n) =
0 caso contrario.

i) x = <5> (Simbolo de Legendre (ou Jacobi)).
iii) x = (=*) (Simbolo de Jacobi “em baixo”).

iv) Um exemplo diferente modulo 5:

0 sen=0 (mod 5),
1 sen=1 (mod 5),
x(n) = <qi se n =2 (mod 5),
—i  sen =3 (mod 5),
—1 sen=4 (mod 5)

Este foi o primeiro exemplo de um caractere cuja imagem nao esta contida em R.
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Proposicao. As sequintes afirmagoes sobre os caracteres de Dirichlet sdo vdlidas:

i) Dado n € Z,x(n) € igual a 0 ou a uma raiz da unidade. Mais precisamente, temos

2mi R

que se x(n) # 0, entdo x(n) = e 9@,

ii) O conjunto X, : {x caractere modulogq} forma um grupo abeliano com respeito a
multiplicagao ponto-a-ponto e o inverso de um caractere € igual ao seu conjugado

complexo X, dado por X(n) = x(n)

Prova:
i) Basta mostrar que se x(n) # 0, entdo x(n)?@ = 1. Ora, se se x(n) # 0, pela

propriedade 3 da de fini¢do de Caracteres, (n,q) = 1. Entao pelo Teorema de Euler,
n?? =1 (mod q) <= n?9=114
para algum t € Z. Agora, pela propriedade 1,
1= x(1) = x(1 + tq) = x(n”?).
Finalmente, pela propriedade 2,
x(n)?9 = x(n®@) = 1.
i1) A multiplicagao é ponto-a-ponto:
(X1 x2)(n) :== x1(n) - x2(n)

e Associatividade ((x1x2)xs = x1(x2X3))

Segue da associatividade de C.

e Inverso (x - x ! =e)

O elemento inverso é y~! =Y. Temos que provar

x(n) - X(n) = xo(n) Vne€Z. (%)
Se (n,q) = 1, pelo item i),
x(n) = €5
Logo,
_ 27mikn
Y(n) =e o

De modo que x(n) - x(n) =1 = xo(n).

Se (n,q) > 1, os dois lados de (*) se anulam.



e Elemento neutro: (X e=e-x = X)

O elemento neutro é e = y,. Temos que mostrar que, para todo Y,

x(n) - xo(n) =x(n), VneZ. (%)
Se (n,q) = 1, entao xo(n) = 1. Logo,

x(n) - xo(n) = x(n) - 1 = x(n)
Se (n,q) > 1, os dois lados de (**) devem ser 0.

e Comutatividade (xv = 1)

Segue da associatividade de C.
Vamos usar o seguinte teorema como black box:

Teorema (Caracterizacao dos grupos abelianos finitos). Seja G um grupo abeliano finito.

Entao existem mq, ma, ..., my tais que:
(G,) = (Z)miZ X - X Z)myZ,+).

Exemplo Se p ¢ um primo impar e k > 1. Existe uma raiz primitiva moédulo p*. isto
significa que existe uma bijecao entre ((Z/p*Z)*,-) e (Z/p"*~1(p — 1)Z, +).
Z/p" o~ 1)L — L/ L)
k—s &

Para evitar trocar de notagao (multiplicativa para aditiva), denote por (G,-) o

(inico) grupo ciclico com m elementos. Ou seja,

Gm=(]m=1)={1,¢...,6" '}

Com esta notagao, podemos substituir (Z/miZ X - -+ X Z/myZ,+) por (G X -+ X G, +)
no teorema acima.

A partir de agora todos os grupos vao ser multiplicativos entao nao vamos lembrar a

operagao.
Em particular, para todo ¢, existem mq, ..., m; tais que:
(Z)qZ)* = Gy X -+ X Gy,
Exemplo:

(Z/SZ)* = Gy x Gy
(ZJ15Z)* = (Z/3L)* x (Z/5Z)" ~ Gy x Gy
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Aplicacao do teorema:

Chegamos ao teorema principal da aula de hoje.

Teorema. Seja X, o conjunto dos caracteres mddulo q. Entao #X, = ¢(q). Além disso,

se(a,q) =1ea##1 (mod q), existe algum x € X, tal que x(a) # 1.

A partir deste ponto é que precisar da uma mudada.
Prova: Para cada n € Z, denote por n (mod ¢) a sua classe de congruéncia modulo
q. Observe que n (mod q) € (Z/qZ)* se e somente se (n,q) = 1.

Sejam my, ..., my tais que
(Z)qZ)" = Gy X = X Gy (%)
Sejam g1, ..., gi geradores de Gy, ..., Gy, respectivamente. Seja

Z:/’Lm1xum2x"'xumk7
onde

U = {raizes m-ésimas da unidade}

={weC; w" =1}

27mik

={em |k=0,1,...,m—1}.
Em particular, #u,, = m e, consequentemente,
#Z = mima---my

:# (Gml X"'XGmk)
=# (Z/qZ)" = ¢(q).

Nosso objetivo ¢ encontrar um bijecao entre X, e Z.

Para cadai=1,...,k, seja z; € (Z/qZ)" correspondendo ao elemento

(1,1,...,1, Ji s 1),
A v ~
7-esima posicao
Construa a seguinte funcao
p: Xy —Z
X — (x(n1), x(n2), -, x(nx)),

onde n; € Z ¢é tal que n; (mod q) = x;. Para verificar que ¢ estd bem definida. ¢
necessario mostrar que y(n;)™ = 1. Como z; corrsponde a (1,1,...,1,¢;,1,...,1) pelo

homomorfismo (%), como g;"* = 1, segue que =" =1 em (Z/qZ)*. Ou seja,

n" =1 (mod q).



Em particular,
x(n)™ = x(n") = x(1) = 1,

o que mostra que ¢ esta de fato bem-definida.
Injetividade de ¢:

Para mostrar que ¢ ¢ injetiva, vamos mostrar que ¢(x) determina todos os valores de
X. Em outras palavras, vamos mostrar como determinar o valor de x(n) para qualquer
n € Z a partir dos valores de x(n1), ..., x(nk).

Seja x € X, e scja (wi,...,wr) = @(x). Dado n € Z/{0}, se (n,q) > 1, entao
x(n) =0. Se (n,q) =1, seja

r=n (modq) € (Z/qZ)".

Pelo homomorfismo (%), n (mod ¢) corresponde a um elemento de G; X --- X Gy da
forma
(& 68 = (&1, D e (1, L G)™
correspondendo a x1 correspondendo a xy,
Como (%) é homomorfismo, segue que (£1',... &) corresponde a o' ---zi*. Ou seja,

t
=2 . Como

r=n (modgq), z;=n; (modq),

segue que
n=n{---n* (modq).
Portanto,
x(n) = x(na)" - x(n)™
— w? . w?«y
mostrando que n s6 depende de p(x) = (w1, ..., wWk)-
Sobrejetividade de ¢:
Para cada (wi,...,wy) € Z, precisamos construir xy € X, tal que x(n;) = w;, i =
1,2,.. . k.
Defina x da seguinte maneira:
e Se (n,q) > 1, x(n) = 0.
e Se (n,q) = 1, pelo argumento acima, existem t1, ..., tais que

n=ni---n¥ (mod q).

Entao defina



OBS: Os ntimeros ty, . . . t; nao sao tnicos mas, como veremos, isto nao sera um problema.

Para ver que y esta bem definida, suponha que ¢, ...t també sdo tais que

/ /
— tl k

n=n, n',; (mod q),

Entao temos
t/
1

£ t t
k — 1 k
n-o-nt =ng'---nt (mod q)
Ou seja,
t) th, t1 L t1—t] tp—t),
et =at et =S axp teeexg =1

Pela correspondéncia (%), isto significa que

th—t th—t th —t
(11 17 22 2a"'>£kk k):<1a71)

Isto quer dizer que

Como a ordem de & é m;, segue que
/
t,—ti=m;-s;

para algum s; € Z. Agora, como w; é uma raiz m;-ésima da unidade,

th—t;

W

t t:
=1l=w," =w,".

De modo que

t t t1 Ly
wl ...wk :wl ...wk’

concluindo a prova de que x estd bem definida.

A construgao acima s6 depende da classe de congruéncia de n (mod ¢), e por con-
strugdo x(n) #0 <= (n,q) = 1. De modo que as propriedades 1 e 3 da defini¢ao de
caractere sao satisfeitas. Resta mostrar que a definigao acima de y fornece uma fungao

completamente multiplicativa. Para ver que isto, dividimos em dois casos:

e Se (m,q) > 1 ou (n,q) > 1, segue que (mn,q) > 1 e, portanto, y(mn) = 0 =
x(m)x(n).

e Se (m,q) = (n,q) = 1, basta notar que se

m=n---n¥ (mod q)
n=n---nk* (mod q)
entao

— ti+l ti+l
:n11+1_._ etk

mn n, (mod q),



d modo que

i1+l1 . kaJFlk _ ( 1 lk)

w w?"'w;tf)(% )

& x(mn) = x(m)x(n)

Ou seja x é um caractere e, por construcao, ¢(x) = (wq,...,wx). Como as raizes da
uniade w; podem ser escolhidos arbitrariamente, provamos que ¢ é sobrejetivo.

Exercicio: Mostrar a ultima parte do teorema: Para todo a # 1 (mod ¢), existe y € X,

tal que x(a) # 1.



