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Na aula passada vimos que
e # caracteres modulo g = ¢(q).

e Dados a,q € Z, ¢ > 1, (a,q) =1 e a # 1 (mod ¢q). Entdo existe um caractere x
modulo ¢ tal que x(a) # 1.

Hoje veremos como utilizar estes resultados para provar o seguinte:
Teorema (Ortogonalidade de caracteres). Seja q € Z~q. Entao valem:
i) Para todo x caractere mddulo q,

qux(a) _ P(q) sex = xo

0 c.c.
ii) Para todo a € Z,

Z a) = #(q) sea=1 (mod q)

X (mod q) 0 c.c.

A soma acima € tomada sobre todos os caracteres modulo q. Na notacdao da aula

passada: x € X,.

iii) Dados x1, x2 caracteres mod q,

d(q) sex1 = xz

Z)@(a))@(a) =

0 c.c.

iv) Dados ay,ay € Z com (ay,q) = (az,q) = 1:

se a; = ay (mod q), (a1, q) =1,
> xla)x(az) = ¢(9) ( q), (a1,9) =1

x (mod q) 0 c.c.



Aqui, mais uma vez, a soma € tomada sobre todos os caracteres maodulo q.
OBS: Nos itens i) e iii) podemos trocar a soma sobre 1 < a < q pora € S, onde S é

um Sistema Completo de Restos mddulo q.

Prova:

i) Se x = Xo € o caractere principal,

Portanto,
> xola) =#{1<a<q:(a.q) =1} = ¢(q).
a=1

Seja agora x # Xo. Por definigdo, existe b tal que (b,q) = 1 e x(b) # 1. Segue de um
fato basico de teoria dos nimeros que o conjunto {b,2n,...,bq} é um sistema completo

de restos modulo ¢. Assim, seja

S = Zx(a).

Entao

Ou seja, temos que

xS =8 = (x(b) —1)S = 0.

Como x(b) # 1, segue que S = 0.
i1) A prova é semelhante. Se a = 1 (mod ¢), entao é claro que x(a) = 1 para todo

caracterey modulo g. Portanto a soma ¢ igual a
#{caracteres mod ¢} = ¢(q).

Seja agora a Z 1 (mod ¢) com (a,q) = 1. Pelo teorema da aula passada, existe x; tal

que xi(a) # 1. Seja

Entao



Lembre que os caracteres de Dirichlet formam um grupo com respeito a multiplicacao
ponto-a-ponto. Isso significa que o conjunto {xx: : x (mod ¢q)} é simplesmente o proprio

conjunto dos caracteres mod ¢. Assim,

xi@s= > xul@= > x()=5
X (mod gq) x (mod gq)
Assim como no caso anterior, como x;(a) # 1, segue que S = 0.
i1i) Segue de i), utilizando mais uma vez que o conjunto de caracteres modulo ¢ é
grupo. Vale lembrar que o elemento neutro é xo € X1Xz = X1X5 -
iv) Segue de i7) usando a estrutura de grupo de (Z/qZ)*.
Referéncia para caracteres: Serre: A Course in Arithmetic, Capitulo VI.

As relagoes de ortogonalidade nos permitem construir uma “Teoria de Fourier” para

fungdes f : Z — C com periodo g e tais que f(n) = 0 sempre que (n,q) > 1.
OBS: Podemos estender naturalmente caracteres de Dirichlet para os inteiros. Por ex-
emplo x(—3) := x(q — 3).
Exemplo: f =1, 4)-1.
Nao ha o que fazer: f = xo.

Exemplo: Seja ¢ = p um primo fmpar e seja

1 se n é residuo quadratico mod p
fn) =

0 c.c.

OBS: Por defini¢ao 0 nao é considerado residuo quadréatico.
Ja sabemos que o simbolo de Legendre y(n) = <%> ¢ um caractere. Com essa escolha
de x,

1 se n & um residuo quadratico
x(n) =< —1 se n é um residuo nao-quadratico
0 sen=0 (modp).

Somando 1 e dividindo por dois obtemos um resultado muito préoximo da funcao f acima.

1+x(n) Jf(n) sen#0 (mod p)

2 : sen=0 (mod p)

Na verdade a fungao 1 ndo tem suporte nos numeros (n,q) = 1. Seu parente mais proximo
com essa propriedade é o caractere principal Y.

E de fato, podemos escrever

1 1

f(n) = §X0(”) + §X(”)-



Exemplo: Seja (a,q) =1 e considere

f(n) - 1nEa (mod q)-

Pelo item iv) do teorema anterior,sabemos que

Y x(m)x(a) = ¢(q) sen=a (modg)e (aq)=1

x (mod q) 0 C.C.

Ou seja,

Ln=q (mod q) — Z %X(n) (*)

x (mod q)
Na verdade a partir deste exemplo podemos mostrar que toda funcao f : Z — C com

f(n) =0 para (n,q) > 1 se escreve como soma de caracteres. De fato, para todo n € Z,
q
f(?’L) = Z f(a) : 1n£a (mod q)-
a=1
(a,q)=1

Usando a formula (), podemos provar o seguinte resultado:

Teorema. Seja f : Z — C de periodo q com f(n) =0 se (n,q) > 1. Entao para cada

caractere de Dirichlet x mod q, existem nimeros complexos c, tais que

fm)= Y exln).

x (mod q)

Além disso, ¢, pode ser obtido da sequinte maneira:

cxzﬁ S fo)xla).
(@m1

Voltando ao Teorema de Dirichlet

Nosso objetivo ¢é estudar a série

Pela férmula *, sabe-se que

Z l: Z @ZX(W

s (¢
p=a (mod q) p x (mod gq) ¢(q> b

Isso nos conduz ao estudo de




Lembre que no caso do TNP, nos estudamos a série » #. Para tal, mostramos que
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onde a segunda série converge absolutamente para R(s) > 1/2. Em particular em uma

vizinhanga de R(s) = 1, temos

ZZ% =log((s) + O(1).

Como os caracteres y sao completamente multiplicativos, podemos fazer algo semel-

x(n) _ I <1 ~ X(P)>_l'
> e

n P

hante:

Portanto,

Isso nos leva ao estudo de

log ( Xé?) .

A série de Dirichlet de um caractere x D, (s), por motivos historicos, é chamada de
funcdo L de Dirichlet associada ao caractere y e denotada por L(s, x).

Primeiramente, se x = o,

Portanto,
log L(s, x0) = log ¢(s) + O(1).

Assim, separando a contribuigdo de xy = xo na formula (xx), temos

1 1 1
> —=—=logl(s)+— Y. Xl(a)logL(s,x)+O(1)
p=a (mod q) ¢(q) ¢<q) X )((I;léf;(d q)

Queremos tomar s = o > 1 e fazer o — 17.



A ideia é que o primeiro termo & direita seja a “parte principal” e o segundo termo
seja parte oscilante (contribua para o termo de erro). Para mostrar isto, iremos mostrar

que o limite L, = lim,_,; L(s, x) existe e é diferente de 0. Isto garante que

1
S0 2 X(@logL(s,) = 0(1)
X#X0
Consequentemente, 1 1
Y = = ——log((s) + O(1),
p=a(q) P ola)

provando o teorema de Dirichlet.
Na proxima aula vamos mostrar que de fato L, existe e é diferente de 0. Mais

precisamente, provaremos o seguinte resultado mais geral:

Teorema (Extensdo meromorfa e ndo anulagao de L(s,x)). Seja x um caractere de
Dirichlet. Entao a série definindo L(s,x) converge absolutamente para Re(s) > 1 e
possui extensao meromorfa a regiao {s € C; Re(s) > 0} com unico (possivel) polo em

s =1, que s6 ocorre no caso em que X = Xo. Além disso, quando x # Xo,

L(1,x) # 0.



