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1 Funcoes L de Dirichlet

Como vimos na aula passada, a prova do teorema de Dirichlet passa pelo estudo das

funcoes L.

Definigao (Fungao L de Dirichlet).

Lis. )= Xyiff), R(s) > 1.

Como x(n) = 0 ou x(n) = raiz da unidade, a série converge absolutamente para
J(s) > 1. Nosso objetivo é mostrar que estas fungdes possuem extensao meromorfa a

regiao R(s) > 0. Para isto, usamos o seguinte resultado:

Lema. Seja q € Z~y e x um caractere modulo q.

i) Se X # Xo,
> x(n)] < o(g)
i) Se X = Xo,
S o) - 294 < 26(g)
Prova:

Pelas relagoes de ortogonalidade, se x # xo,

Z x(n) = 0.

Pela periodicidade, temos para todo k& > 0,

kq

Z x(n) =0.

n=(k—1)q+1
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Logo,

q kq
dDxm)=> " x(m)+--+ > x(m+ > x(n)
n<z n=1 n=(k—1)q+1 kqg+1<n<z

kqg+1<n<z

onde k = [7]. Assim,

> x(n)

n<x

< > [x(n)

kg+1<n<z

= #{kq+1 <n < z;gcd(n, q) = 1}.

Como z < (k + 1)g, o namero de inteiros no intervalo {kq + 1,...,(k + 1)g} coprimos
com ¢ é no maximo ¢(q), ja qie {kqg+1,...,(k+1)g} é um Sistema Completo de Restos
modulo q.

Para o caso y = xo, a prova é semelhante, com a diferenca que

> xo(n) = (q).

Repetindo o argumento acima, segue que

Repetindo o argumento acima, segue que

> xo(m) =)o)+ 30 xoln)

n<z rkq+1<n<zx

SIS {g} o)+ Y o)

rkq+1<n<zx

E facil ver que os dois ultimos termos séo limitados por o(q).

Consequéncias

Para ¢ fixo, o lema acima diz que

0(1) 8€ X 7é X0
dxm =1
n<lx Tq+0<1) se X = Xo-



Pelo Teorema 4.13 do Hildebrand, L(s,x) possui continua¢do meromorfa na regiao

R(s) > 0 com um unico polo (simples) se x = xo em s = 1 e, além disso,

Resszl L(S, X0> = @

Exercicio: Sejam o.(x) e o,(x) as abscissas de convergéncia simples e absoluta de

L(s, x), respectivamente. Mostre que o,(x) =1 e

0 sex# Xo
UC(X): .
1 sex=xo

Produto de Euler

Como x é completamente multiplicativa, vale o produto de Euler para R(s) > 1:

L(S,X)IH(HX(p)+X]S§j>+"') :H<1—X]5f))_l

S
p p p

Em particular, para xy = xo:

s =TI(-42) =I1(1- )

pla

Obtemos .
1\ 1 1
seo =I1(1-5) T(1-5) =<0l (1)
p plg plg
Como a funcao Hp| q(l — pi) é uma funcao inteira e ( admite uma extrensao mermomorfa
a todo o plano complexo, o mesmo vale para L(s, o), utilizando a igualdade acima.

Em particular,

{Zeros de L(s, x0)} C {Zeros de ((s)} U {Zeros de <1 - 2%) , plat,

porém todos os zeros de 1 — # estao em {R(s) = 0}. Portanto, perto de s = 1, as fungoes
L(s, xo0) e ¢(s) sdo bem parecidas.

O proximo resultado é o ingrediente principal da prova do teorema de Dirichlet:
Teorema (Nao-anulacgao das fungoes L de Dirichlet). Para x nao principal, L(1,x) # 0.

Prova: Vamos dividir em dois casos a depender se x é real ou nao-real. Lembre que x é
real se todos os valores de x(n) sao ntimeros reais. Note que isso significa x(n) € {—1,0, 1}

ou, alternativamente, que x%(n) = xo(n).



Caso y nao-real

Na prova de que (1 +it) # 0, t # 0, utilizamos a seguinte expressao:

log((o+it) = Y

p m>1

1m0. P —imt
mp

De maneira analoga temos:

log (o, x) = log [ | (1 - @) B

» p
-1
=Y log [(1 - —X(f)) ]
» p
1
=D — X"
p m>1 p
Note que
Osep|q,

x(p) =4
e para algum 6, € R se ptq.

Substituindo acima, temos que

log L(s,x) = Z Z ﬁeim%

plg m=1

Seja x(p) = € para x(p) # 0. De maneira aniloga:

log L(s, x*) = Z Z ﬁemme’ﬂ log L(s, x0) = Z Z

plg m=1 plg m=1

1

Assim, definindo
R(s) = 31og L(s, xo) + 410g L(s, ) + log L(s, ),

tem-se

RR() = 33— R(3 + 4e™s + 2ty

m mno
plg m=1 p

Agora,
R(3 + de™™ ¥y = 3 4 4cos(6,) + cos(20, > 0)

pela identidade trigonométrica 3-4-1. Consequentemente,
R(R(s)) = log | L(s, x0)*L(s, x)" L(s,x*)| > 0.

Donde segue que
|L(S7 XO)BL(S7 X)4L(S7 X2)| Z L.
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O resto da orgumento segue exatamente como no Teorema nos nimeros primos: s
Suponha que L(s, x) tenha um zero em s = 1. Isso significaria que L(s, x) = (s —

1)F(s), com F(s) meromorfa em uma vizinhanga de s = 1. Por outro lado, sabemos que:

e L(s,x0) = fﬁsl) ( com G holomorfa),

e L(s,x?) = H(s) (com H holomorfa, pois x* # Xo)
Substituindo em (#), obtemos
(s = DF(0)°G(o) H(o)| > 1,

com F, G, H holomorfas em s = 1 Fazendo ¢ — 1, temos uma contradicao.

Caso y real

Considere a funcao de convolucao f = 1 % xy. Vamos precisar do seguintes resultados:

Lemas Auxiliares

Lema. Seja x um caractere real e f como acima. Entao

1 sen € um quadrado
fln) =

0 caso contrario

Prova Como y é multiplicativa, f também o é. Logo, basta verificar a desigualdade

acima para poténcias de primos n = p*. Escreva

Como y é real, x(p) € {—1,0,1}. Vamos provar a desigualdade em cada um dos casos.

0 se k impar,
L Sex(p)=—1: f(P") =14 (1) +1+(-1)+ - =0
1 se k par.

2. Sex(p)=0: f(PF)=1+0+---+0=1.
3.Sex(p)=1 fP")=14+41+-+1=k+1.

veja que em todos os casos temos f(p¥) > 0 e, se k & par, vale que f(p*) > 1, concluindo
a prova do lema.

O lema abaixo foi visto ha bastante tempo. Segue, por exemplo, somando por partes.



Lema.
1 1
— =2 A4+0 | —
2 Jm T B A ()
O proximo resultado ja foi visto caso da fungao zeta e a prova é analoga. Vamos

escrevé-la aqui por conveniéncia do leitor.

Lema. Seja x # xo ¢ R(s) =0 > 0.

Z % = L(s,x) +O(x™9)

n<x
Prova: Usando a Soma de Abel,

x(n)  Sy(z)

ns xs
n<x

+ s / S ()t dt
1
Tomando R(s) > 1 e fazendo z — oo, temos

+oo
L(s,x) = s/ S (Bt 1dt.
1

Além disso , como Sy (t) = >_, o, x(n) = O(1), a expressao do lado direito fornece uma

extensao de L(s, x) para R(s) > 0. Subtraindo as expressoes:

+o0o
Xg) = L(s,x) + —Sif) —s / S, (bt tdt
n<x z

= L(s,x) +O(x™7)+ 0O (/:O t‘”‘ldt)

= L(s,x)+ O(z77).

Prova (da nao-anulagao de L(1, y) quando y é real)

A ideia ¢ mostrar que a funcao f =1 x ¢ “grande demais” para que Dy seja holomorfa
em s = 1.

Considere a soma

S(x) = ZM

n
n<x
Pela minoragao f(n) > 1,—n, temos que
1
S(x) > — .
(x) > Z — > log x (%)
m<y/z

Por outro lado, pela defini¢ao de f:

@ =37 X Am= X ()

n<zx nine=n ninz<x




Pelo método da hipérbole (com y = /z):
S(x) = S;+ Sir — St

onde )

1 %)
Si= 3 = 2 Xén_j,

n1<vz nz<z/m1
x(n2) 1
Su=) = D ——
n2<y/x 12 n1<z/ng m

1 x(n2)
SIII - Z p— Z ) .
L (n1<\/5 \/n_l) <n2<\/5 \/n_Q

Usando os lemas acima, temos que

= 2 G (e (()7))

na <z

=2V Y xXna) |y > L7;2)+O(1)

U] V12
na<y/x na<yx

=2z (L(1,x) + O(z7/?)) + A (L(l, x) + O(:v‘”"‘)) +0(1)

2
= 2L(1, x)vz + O(1)

St = (22" + A+ Oz (L3, x) + O(z~'/h)
=22"*L(1,x) + O(1)

De modo que
S(x) =S+ Si — Sir = 2L(1, x)vVx + O(1).
Segue que se L(1,x) = 0, terfamos S(z) = O(x'/*), o que contradiz a estimativa (x).
Logo, temos que L(1,x) # 0 também no caso em que y ¢é real, concluindo a prova do

teorema. Isso conclui o teorema de Dirichlet e o curso ®.



